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パ ン ル ヴ ェ 方程式 の 特徴付 と し て , 線型微分方程式 の モ ノ ドロ ミ
-

保存変形 がある｡ 歴

史的には , 先ず R . F u c h s- は 4 個 の 確定特異点を持 つ 2 階線型微分方程式 を考察し, そ の

モ ノ ドロ ミ
- が 特異点 の 位 置と独立 で ある よう な解 の 基本系 を持 つ 条件が , パ ン ル ヴェ

■
6 型 方程式( P v I) に より 与え られ る こ とを発見 したム さらに, R ･ G a r n i e r は 不確定特異

点を持 つ 2 階線型微分方程式 で ,
そ の モ ノ ドロ ミ

-

やス ト
- ク ス 係数が保存され る条件

か ら, 他の 5 種 の パ ン ル ヴェ 方程式( P I , P II , P III , P I V , P v) が得 られ る こ と を示 した .
-

方, L . S c hl e si n g e r は確定特異点 を持 つ 1 階微分方程式 の 線型 系 の モ ノ ドロ ミ
-

保存変形

を考察 し, 非線形微分方程式 の 完全積分系を得た ｡ こ の 結果は , M . Ji m b o
-

T ･ M i w a -

K . U e n ｡ に より
一

般化 され, 特 に M . J i m b o - T . M i w a は変形 の 条件 で ある非線型完全積

分 可能 系が各パ ン ル ヴ ェ 方程式に帰着す るよ うな2 × 2 行列型 の 線形方程式系を調 べ て い

る｡ ･ それらはパ ン ル ヴ ェ 方程式の ラ ッ ク ス 対 と呼 ばれてい る｡ こ の ような高階線型常微分

方程式ある い は線型 常微分方程式系 の 変形 をこ こ で は ホ ロ ノ ミ ッ ク変形と呼ぶ ｡

他方 , パ ン ル ヴ ェ 方程式 の い く つ か が ソ リ ト ン 方程式 の あ る種 の 簡約 か ら得 られ る こ

とは以前 か ら知 られ て い た o ソリ ト ン方程革は線型常微分方程式系 の 等 ス
ペ ク
r
トル 変形

が 特徴付 け て い るか ら, こ の 変形 とホ ロ ノ ミ
■
ッ ク 変形 と の 関係 を調 べ る こ と は自然な発

想 で あ る｡ M . Ji m b o - T . M i w a は T 関数 の 概念 を用 い て , 等 ス ペ ク トル 変形 か らホ ロ

ノ
′
ミ ッ ク変形 を矛盾 なく 得る 手順 を述 べ て い る ｡ そ の 手 順に従 え ば,

パ ン ル ヴ ェ 方程式

自身 だ けで なく , そ の ラ ッ ク ス 対 も得る こ とが でき る｡ 例え ば, P II I 及び P Ⅳ がそ れぞれ

p o h l m e y e r- L u n d- R e gg e 方程式と非線型 S c h r 6 di n g e r 方程式か ら簡約 を通 して得 られ た ｡

ま た反自 己双対 Y a n g- M ill占方程 式 の 常微分方程式
- の 簡約 は パ ン ル ヴェ 方程式を導出

す る｡ そ の とき, 反自 己双対 Y a n g
- M ill s 方程式 の 2 × 2 行列型 の 線型系もパ ン ル ヴ ェ 方

程式 の ラ ッ
.
ク ス 対 に簡約 され るo よ っ て 多く の 研究者が パ ン ル ヴ ェ 方程式 の 研究 の た 桝 こ

2 × 2 行列型 の ラ ッ ク ス 対を扱 っ た ｡

本論文 で は パ ン ル ヴェ 方程式 の ラ ッ ク ス 対 を直接得 る こ とが でき る等 ス
ペ ク トル 変形を

探す こ と を目的 とす る ｡ 特 に , 2 × 2 行列 型 の線型系 の 特異点 の 型は パ ン ル ヴ ェ 方程式 の

型 と対応する の で , 2 × 2 行列型 の線型系を対象 と して い る ｡ 具体的に は ソリ ト ン 方程式

の性質と パ ン ル ヴェ 方程式 の 性質を関係付け る こ とに より, パ ン ル ヴ ェ 方程式を研究す る

こ とを 目指 して い る｡ そ の た めに, - ホ ロ ノ ミ ック 変形を佐藤理論 を用 い て 定式化する こ と

を試 み て い る｡ こ の ような研究は ソリ ト ン方程式 の 研究の 初期に 良く行われて い た が, 最

近に な っ て , P v I が 8 × 8 行列型 の線型系か ら得 られ るな どの 結果が 出て , 新 しい 研究が

再開され たとこ ろ で ある ｡ パ ン ル ヴ ェ 方程式が 2 × 2 行列型 の 線型 系の ホ ロ ノ ミ ック 変形

で特徴付 けられ る こ と を考えれ ば; ソリ ト ン 系とパ ン ル ヴェ 系を 2 × 2 行列型 の線型系 の

変形 , すなわ ちラ ッ ク ス 対 の 構成, と い う枠内で考察す る こ とは自然 な発想セある o

以下, 本論女 の 結果を述 べ る ｡ こ こ で は , P v I の_ 2 × 2 行列型 の ラ ック
ス 対 を与え る無

限次元 可積分階層 を提案して い る ｡ こ の 階層 は 2 成分 K P 階層 の 時間変数に依存する よう



なス ペ ク トル 変数 を用 い た拡張で , 新 しい 時間変数 を導入 し, これ と独立 で ある ように制

限 した階層が 通常の 2 成分 K P 階層に等 しくな っ て い る ｡ 新 しい 変数に つ い て の 変形は等

ス ペ ク ト ル で はな い ｡ こ の 拡張 した階層 は佐藤 - W il s o n 形式を用 い て 定式化 されて い る ｡

こ こ で は線型 系の 標準的な解で ある波動関数を巧妙に定義して い るが, これ はガウス の 超

幾何積分 の被積分関数 に類似 したも の で ある､も

そ の 後ホ ロ ノ ミ ック変形を等ス ペ ク ト ル 変形 と同様 に考察 し ,
拡張された階層 の波動関

数を用 い て ス ペ ク トル 変数に 関する線型微分方程式系を構成す る｡ 佐藤- W ils o n 形式 で は

階層 の 規則は佐藤- W il s ｡ n 作用素に つ い て の 佐藤方程式で 与 えられ るが , 本論女で も変形

を有す る線型系 の粂件をス ペ ク トル 変数 に関する佐藤方程式で 与 えて い る ｡

本論文 で得 られ た結果 の うち, 特に興味 の あ る P v I に
■
関する もの は以下の 通り で ある ｡

佐藤- W il s o h 作用素か ら, 行列 作用素, W , A , B を定義 しこれ らに つ い て 次の 結果を示す,

定理 1 も し行列作用素 Ⅳ が佐藤方程式 を満 たせ ば, Ⅳ か ら得 られる行列作用素 A ,

B お よび B
n
は次 の Z a k h a r o v -S h a b a t 系を満 たす｡

a t A - a ^ B + [A , B] - 0
,
a t n A
/

- ∂入B n + [A , B n] - 0 ( n ≧ 1) ･

特に t n ≡ 0 ( n ≧ 1) と置く こ とで , こ の Z a k h a r o v -S h a b a t 系か ら

･ t p -[ p , R o 一字] - o
,
∂t Q r[Q , R o ･ 某] - o

を得 る｡ こ の 系から パ ン ル ヴ ェ 6 型方程式 を導 出す る こ とが で きる ｡

さらに本論文で は通常 の 2 成分 K P 階層から他 の パ ン ル ヴ ェ 方程式を扱う統
一

的な方法

を与え て い る｡ 非線型系 の レ ベ ル で も, ソ リ ト ン 方程式と パ ン ル ヴ ェ 系の 新 しい 関係が得

られて い る ｡
■
本論文 の 結果をま と めれ ば,

1 2 成分 K P 階層 の , 必ず-しも等 ス ペ ク トル で はな い 拡張を構成 した こ と,

2 上記 の 階層か ら P v I の ラ ッ ク ス 対 を導出 した こ と ,

3 2 成分 K P 階層 の 簡約か らパ ン ル ヴ ェ 系の ラ ッ ク ス 対 を統
一

的に導い た こ と ,

となる ｡

本論文で扱われ て い る問題は パ ン ル ヴェ 系の 研究にお い て は自然 なもの であるが , 特に

p v I の ラ ッ ク ス 対を新 し い視 点を導入 し て 得た こ とは注目 に値す る｡ こ こ で 与え られ た方

法は , パ ン ル ヴェ 系の
一

つ の 特徴 仙羊もな っ た い るが , それだけで なく ガ ル
ニ エ 系な どの

非線型完全積分可能系 の研究にも発展す る道を与えて い る ｡ これ らは今後 の 課題となる で

あ ろうが , そ の研 究の 発展 が期待され る ｡

よ っ て , 論文提出者 村田 実貴生 は, 博 士 ( 数理科学) の 学位 を受 ける にふ さわ し

い 充分 な資格 が ある と認 め る｡




